Capitulo 1

Categoricidad en clases
elementales abstractas
dociles

En este capitulo vamos a trabajar en el contexto de clases elementales ab-
stractas con algunas suposiciones adicionales, aqui vamos a reproducir la prueba
de categoricidad ascendente para clases elementales abstractas déciles dada por
R. Grossberg y M. VanDieren, que junto con los trabajos de Shelah da un teo-
rema tipo Morley para este tipo de Clases.

1.1. Preliminares

Definicién 1.1. Una clase de L-estructuras, (K, =), es llamada una clase ele-
mental abstracta (cea) si tanto K como la relacidn binaria < son cerradas bajo
isomorfismo y satisfacen las siguientes condiciones:

= Al. Si M <X N entonces M C N.
= A2. < es un orden parcial en K.
w A3. Si{A;: i<} es una cadena <-creciente:
Uics Ai € K
2. para todo j <6, Aj 2 ;.5 Ai

3. sipara todoi < § A; X M entonces |J,_s A < M

<0
= A4. Si A, B, C € K, AXC, BXC y ACB entonces A=XB. (Axioma de

coherencia)

» A5. Existe un cardinal de Lowenheim-Skolem LS(K) tal que si AC |B|, B
€ K existe un C € K con ACC =By ||C ||< |A] + k(K).
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Definicién 1.2. Sea p > LS(K). Decimos que (K, <) tiene la propiedad de
p-amalgamacion si y solamente si para todo M; € K, (para | € {0,1,2}) tal
que My = My, My existen N € K, y K-inmersiones f; : M; — N tales que
fi I Mo =idp, paral =1,2.

(K, <) tiene la propiedad de amalgamacion si y solamente si (K, <) tiene la
propiedad de p-amalgamacion para todo p > LS(K)

Vamos a suponer sobre la clase (K, <), lo siguiente:

= K tiene modelos arbitrariamente grandes.

= (K, =) tiene la propidedad de amalgamacién y JEP.

Teorema 1.1 (Teorema de presentacién). Si (K, <) es una cea en un vo-
cabulario L con |L| < LS(K), existe un vocabulario L con cardinal LS(K), una
L-teoria T de primer orden y un conjunto de 2555 tipos T tal que:
K={M|L:MET yM omiteT'}.
Mds ain, si M es una L subestructura de N donde M, N satisfacen T y
omiten I' entonces M [ L < N [ L. En este caso se dice que K estd presentada
como una PCT clase.

Demostracion. Sea L que contiene simbolos de funcién n-aria F* paran < w e
i < LS(K). Sea T una teorfa que dice solamente que sus modelos son no vacios
(T = {3z(z = z)}). Para cualquier L-estructura M y cualquier bara € M™ sea
Mj; que denota el subconjunto de M enumerado como {F/*(a) : i < LS(K)},
donde n = lg(a).

El tipo de isomorfismo de Mj estd determinado por el L-tipo libre de cuantifi-
cadores de a (Nétese que M, puede no ser una L-estructura). Sea I' el conjunto
de L-tipos libres de cuantificadores de tuplas finitas @ tales que M, | L ¢ K o
para algin b C @, My | L £ M; | L.

Afirmamos ahora que que T'y I" son los que necesitamos, esto es que si

K={M|L:METy M omite I'}

entonces K = K.

Sea M una L-estructura que omite I', en particular cualquier Mz es una
L-estructura pues si no lo fuera obviamente M; [ L ¢ K.

Es obvio que M = (J;¢ /<o Ma; ademas los Mg forman un orden dirigido en-
tonces M € K. Inversamente si N € K, debemos extender N a una L-estructura
M de tal forma que M =T y M omita I', para esto definimos por induccién
en |a| para a C |N| (finito) estructuras N;. Sea Ng cualquier <-subestructura
de N de cardinal LS(K) y sea {(F))M : i < LS(K)} una enumeracién del
universo de Ng. Ahora dada una tupla b de longitud n 4 1 elegimos Ni < N de
cardinal LS(K) que contenga todos los N; para @ C b (esto es posible gracias a
JEP y A5.). Sea {(F/"" (b)) :i < LS(K)} una enumeracién de el universo de
N; (Dando a la funcién el mismo valor en cualquier reordenacién de b). Ahora,
cualquier N; | L € K y si b C & Mj < Mg, entonces M omite I' como era
requerido. Ahora si M < N(en primer orden), M,N =T y M y N omiten I'
se tiene que My = N, (porque M es un L-submodelo elemental de N) entonces
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Mz | LN | Lpues N; | L XN | Lentonces|JM; | L 2 N 1L, es decir
M | L < N | L. Esto completa la prueba. O

Teorema 1.2. Si K es una cea en un vocabulario L, la cual es presentada
como una PCT clase testificada por L,T,T, existe un L-diagrama ® tal que
para cualquier orden lineal (I, <) existe una L-estructura EM(I,®) = M, tal
que:

1. MET.

2. La L-estructura M es la clausura de Skolem de I.
3. I es un conjunto de L-indiscernibles en M.

4. MJLeK.

5. SiIcCI entonces EMp(I,®) <X EMp(I',®).

Demostracion. Ver [Sh:c] O

1.2. Tipos de Galois y saturacién

En esta seccion definimos la generalizacién que existe en ceas de la nocién
de tipo la cual permite generalizar la definicién de saturacién y probar algunos
teoremas analogos a los que se tienen en primer orden. Para esto vamos a usar
de manera fuerte amalgamacién y JEP.

Definicién 1.3. M es p-modelo homogéneo si para cualquier N <X M y cualquier
N € K con |N'| <py N =N’ existe una K-inmersion de N en M sobre N.

Lema 1.1. Si My y My son p-modelo homogeneos de cardinal p > LS(K)
entonces My = Mo

Demostracion. Supongamos primero que existe M < Mj, My, si esto sucede
sea {al : i < p,l = 1,2} una enumeracién de |M;|\|M| respectivamente, ahora
vamos a construir sucesiones { M} : i < p;l =1,2} y {f; : M{ — Ms} crecientes
y continuas tales que:

1. M! =M,
2. aé S MZI
3. aj €dom(fiy1)y M? Cran(fis)

Para esto sea M} := M y fy := idys para el caso cuando i es limite tomamos
uniones. Para el caso i + 1 suponemos construidos M} y f; con las propiedades
anteriormente mencionadas; sea M? , = M2, M2, < M, tal que af € M2,
sea E := f71(M?), cambiando nombres a M}, existe M2, = M} isomorfo

a MfH, como M; es p-modelo homogéneo existe g : Mfﬂ — M; tal que
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7 (3

gl M-2_~_1 = idMT+1 definimos f;;1 : Mz+1 — M definida como f;y1 = go f,

donde f es el isomorfismo entre M2, y M2 ;.

Analogamente al proceso anterior podemos construir f;y1 : Mil_s_1 — M>
con las propiedades requeridas. Ahora, es claro que |J; <u fi: M1 — Ms es un
isomorfismo, entonces M; = Ms.

Ahora si no existe submodelo comtn entre M; y My sean N7 y Ny submode-
los de cardinal < p de My y M5 respectivamente, por JEP existe un M > Ny, No
de cardinal < u, por la modelo homogeneidad M esta inmerso en My y Ms, es-
to nospermite suponer que M es un modelo comin a M; y Ms. Con esto se
completa la prueba. O

Hecho 1.1. Si K tiene la propiedad de amalgamacion y pus™ = p. y ps >
2LS(E) entonces existe un modelo M de cardinal p, el cual es p.-modelo ho-
mogéneo. (El modelo M se denomina el modelo monstruo)

Definicién 1.4. podemos definir ga—tp(a, M, N)(donde M = N, a C N) como

(@, M, N)/E donde E es la siguiente relacion de equivalencia: (a*, M*, NY)E(a?, M2, N?)
si y solo si MY = M? y existe N € K tal que M; = N y <-inmersiones f' :

N' — N tal que f | M! =idyn y f1(a') = f2(a®). Se dice que py = (pa | My)

siMy X My X M,a C M yp = ga—tpla, M;, M).

Lema 1.2. (a, M, N1)E(b, M, Ny) si y solamente si existe f : M = M tal que
fIM=idy y fla) =0

Demostracion. (<) Es obvio.

(=) Es suficiente probar que si f : M =2 N, M < M(||M]| < [M]|) y N =M,
entonces f se extiende a un automorfismo de M. Para probar esto necesitamos
el siguiente:

Hecho 1.2. Si M es modelo homogéneo y f : N — M con |N| < ||M]

entonces para todo N' = N con |[N'|| < ||M]|, existe f : N' — M tal que

fIN=Ff

Demostracion. si f : N — M es una inmersion entonces f : N & Nx < M.
Ahora sea N’ = N debe existir entonces N” € K tal que existe f' : N’ = N”
con f C f’ entonces N* < N”, por la modelo homogeneidad de M existe
g: N" — M tal que g | N* = idy«, entonces sea

f:N —M
x+— (go f')(x), esta funcién es la requerida. O
para probar el lema se usa el hecho ya probado y un 'back and forth’ O

Podemos tomar la caracterizacion dada en lema anterior como una definicién
alterna de tipos de Galois.

Definicién 1.5. K es estable en u si y solo si para cualquier M € K<,
ga— S(M) :={ga —tp(a, M,N)|M X N € Kp,a € N},
tiene tamano < p.
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Decimos que un tipo de Galois p = ga —tp(a, M, N) es realizado en N’, con
M =< N’ ssi existe b € (N')9@ tal que (a, M, N)E(b, M, N"), con N” < N’

Definicién 1.6. Un modelo M es u-galois saturado si para cualquier N =< M
con |N| < p y cualquier tipo de Galois p sobre N es realizado en M

Teorema 1.3. para A > LS(K), un modelo M es \-Galois saturado si y solo
si este es A-modelo homogéneo

Demostracion. (<) Obvio. (= )Dado My < M y My = N con ||[N|| = p < X;
sea {a; : i < p} una enumeracién de |N|\|Mo|, vamos a definir f; para i < p
una secuencia creciente y continua de funciones con dominio N; y rango M; tal
que: My < N; 2 M; My = M; X M y a; € N;11. La restriccion de UKA fia
N es la funcién requerida. Sea Ny = My y fo la identidad de M. Supongamos
fi ya construida, si a; € N; M;4+1 = M;, N;io1 = Ny y fiy1 = fi, ahora si
a; € |[N|\|N;| por el lema anterior como M;, N; < My f; : N; & M;, se tiene
que f; se extiende a un automorfismo f} de M. Como M es saturado sea b; € M
que realiza el tipo de Galois de f;(a;) sobre M; entonces existe o € Aut(M) que
fija M; y a(b;) = fi(ai). Sea M;+1 < M de cardinal p que contiene M; | J{b;},
ahora sea N;y1 = (ffl o a)(M;1+1) vy definimos f;41; como la restriccién de
a"lo fl a Niy1; fiy1 tiene las propiedades requeridas O

Si deseamos de alguna manera tener un teorema tipo Morley (extensién
de categoricidad de un cardinal a ‘todos’)en algin contexto no elemental, es
razonable pensar en primero poder extender estabilidad de un cardinal a ‘todos’,
tratando asi de imitar el tratamiento que se d4 en el caso elemental. En el caso de
clases elementales abstractas la categoricidad en un cardinal implica estabilidad
‘hacia abajo’ como la vamos a presentar en la siguiente seccién.

1.3. Estabilidad descendente

Trabajamos ahora con una nocién de modelo homogeneidad relativa.

Definicién 1.7. N es p-universal sobre M si dado N' = M con |M’'| < pu
existe f: N' < N tal que f | M = idy;

Para esta parte vamos a trabajar con tres clases elementales abstractas:
(LO, C) Mod(T")(teorema 2.1) con la nocién de submodelo como 7-subconjuntos
cerrados y (K, <)

Definicién 1.8. M esbrim ful si para cualquier p < ||M]||, y cualquier My < M
con ||My]|| = p, existe un My < M con cardinal p que es p-universal sobre M

en M

Como ya lo habfamos dicho consideramos la clase de los ordenes lineales
como una clase elemental abstracta, probaremos ahora que en esta clase existe
un modelo de cardinal i que es brimful. La prueba de esto se puede encontrar
por ejemplo en [Bal]
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Hecho 1.3. El orden lineal I = \<% es brimful

En lo que sigue I serd un orden lineal.

No es dificil ver que que cualquier 7’-subestructura N de EM (I, ®) esté con-
tenida en una subestructura EM (I, @) para algin subconjunto Iy de I con
|Io| = |N|(basta con tomar Iy como el conjunto de generadores de N), tenemos
entonces el siguiente:

Hecho 1.4. Si I es brimful como un orden lineal, EM (I, ®) es brimful como
una 7' -estructura.

Demostracion. Sea o < ||[EM(I,®)||y N C EM(I,®), |[N| = o entonces existe
Iy C I tal que [Iy] = [N|y N C EM(Iy,®) como I es brimful existe I; C I
tal que |I;1| = o y es o-universal sobre I en I aplicando el teorema 2.2 y que
la nocién de universalidad se transmite bien usando el funtor EM (Es solo una
verificacién) se tiene el resultado. 0

Lo que queremos estudiar es la relacién entre la clase (LO,C) y la clase
(K, <), este hecho es entonces insuficiente.

Teorema 1.4. Si I es brimful como orden lineal, EM,(I,®) es brimful como
un miembro de K.

Demostracion. Sea M = EM (I, ®); vamos a probar que M | 7 es brimful como
un miembro de K, suponga que M; < M | 7 con |[M;]| = o < ||M]||. Entonces
existe Ny = EM(I',®) con |[I'|| =0 ,I' C I, M; C Ny = M. Por el teorema
2.2 Ny |7 =M | 7. Ahora M; < Ny [ 7 por el axioma de coherencia. Sea My
de cardinal o y M; < My < M | 7. Elegimos una 7’ subestructura Ny de M con
cardinal o conteniendo N; y Ms. Ahora Ny puede ser inmerso por una funcién
f en la 7/-estructura o-universal N3 que contiene a Nj esto es garantizado por
el hecho anterior. Pero f(N2) [ 7 < N3 | 7, por el axioma de coherencia pues
f(N2) | 7 X M entonces Nj es la extensién o-universal requerida de M. O

Lema 1.3. Si K es A-categdrica, el modelo M con ||M|| = X es estable para
cualquier o < \ (Esto es: para cualquier My = M de cardinal o sdlo o tipos de
Galois sobre My son realizados en M .)

Demostracion. Cualquier realizacién en M de un tipo de Galois sobre My es
representada por un M; con || M| = || Mo||, pues si a realiza el tipo p por LS
existe M, tal que My C My, a € My y My = M por coherencia My < M;.

Sea o < A, tenemos que || M| = ||[EM(A<¥,®)|| = A, entonces M es brimful
(por categoricidad), ahora sea My = M tal que |My|| = o y M; es sigma-
universal sobre My en M, cada tipo de Galois sobre My realizado en M esta rep-
resentado por un M’, pero por la universalidad de M; M’ debe estar inmerso en
M, por medio de una funcién que fija puntualmente M, entonces todo tipo so-
bre My realizado en M es realizado en M; como el tamano de M; es o, entonces
M es o-estable. O

Teorema 1.5 (Lema de estabilidad descendente). Si K es categdrica en
A, entonces K es o-Galois estable para todo o < X (0 > LS(K))
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Demostracion. Supongamos que K no es g-estable pra algin ¢ < A. Por LS
existe un modelo N de cardinal ot que no es o-estable. (Para esto tome {p; :
i < ot} un conjunto de tipos sobre un modelo M de cardinal o realizados en
un modelo M, para cada p; tome una realizaciéon a;, ahora por LS aplicado a
[ Mol|U{a; : i < o7} y a M, el modelo resultante tiene cardinal o® y no es
o-estable).

Sea M € K, ||[M| = X entonces por JEP existe M’ tal que M y N estdn
inmersos en M’ por LS podemos suponer ||M’|| = X\ entonces M = M’ por lo
tanto N estd inmerso en M imposible pues NV no es o-estable. O

1.4. Tipos minimales

El objetivo de esta seccién es probar un teorema de transferencia de catego-
ricidad hacia arriba en clases elementales abstractas déciles, para ello vamos a
seguir el trabajo hecho por R. Grossberg y M. VanDieren en [GrVa]

Definicién 1.9. Sea M € K,,, o un ordinal limite con o < p*, se dice que
M' € K es (u,0)-modelo limite sobre M si y solo si existe existe una cadena
creciente y continua (M; € K,|i < o) tal que M = J,_, M; y M;+1 es universal
sobre M;

<o

Siguiendo las ideas del lema 2.1 se puede probar lo siguiente:

Hecho 1.5. Sea pu un cardinal y o un ordinal limite tal que p > LS(K) y o <
ut. Si M y M’ son (u, o)-modelos limite sobre My, entonces existe f : M = M’
con f | My =id,.

Vamos aprobar ahora la existencia de modelos limites bajo la propiedad de
amalgamacion y estabilidad.

Teorema 1.6. Si K satisface la propiedad de amalgamacion y es Galois estable
en i, entonces para cualquier M € K,,, existe M* € K, tal que M <X M* y M*
es universal sobre M. Esto implica que cualquier M € K, y o < ut existe N =
el cual es (u,o)-limite.

Demostracion. Sea {M;|i < p} C K, tal que My = M y cualquier tipo de
Galois sobre M; es realizado en M. Para esto sea {p;|i < u} los tipos sobre
M; realizados en algin modelo de cardinal p (son p gracias a estabilidad),
ahora sea M,;;; un modelo que realiza cada uno de los tipos p; la construcciéon
de M;41 se puede hacer por induccién aplicando sucesivamente la propiedad de
amalgamacion.

Teniendo esto sea M* = |
universal sobre M.

i<p M; vamos a probar ahora, que este modelo es

Lema 1.4. M* es universal sobre M

Demostracion. Sea N > M vamos a construir una inmersion f : N — M*
tal que f | M = idy fijamos {a;]i < p} una enumeracién de |[N|\|M|, por
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induccién en i < p definimos cadenas crecientes y continuas {Nﬂz <p,l=0,1}
v {fili < u} tales que:

1. Ni=<N:¢

2. Ny\=MN)=N

3. e NN

4. fi: Nt — M;

es claro que | fi | N es como se requiere.
Para la construccion en los casos limites se toma la unién. En los sucesores
consideramos dos casos:

1. Sia; € Nj.Sea NJ*/' =N/ (1=0,1)y fiy1 = fi.

2. Si por el contrario a; ¢ N¢; sea M} = f;(N{). Sea g una extensién de f;

tal que g : Ni = M} en particular esto implica que M¢ < Mj.

Por la propiedad de amalgamacién existe M} tal que M; < M} y existe
g: M} — M} sobre M§, como a; € [N\ |N¢| entonces g(a;) € |MiNM{.
Sea p = ga — tp(g(g(a;)), M;), p es un tipo realizado en M;;1 (por la
construccién de M;,1), sea b que realiza p, b € M;;1 se tiene entonces
que (M;, Mi,5(g(a;)))E(M;, M;11,b) por lo tanto cambiando monbres
podemos suponer que existe N** € K, y hy : M;11 — N** tales que
hy | M; = idy,, Mi < N** v g(g(a;)) = hi(b). Ahora, como N7 est4 in-

merso en N** por medio de go g existe Nf“ = Ni tal que existe h D gog
y b N{Tt = N* Sea Ni*' = h=1(hy(Miy1)), como g(g(a:)) = ha(b)
se tiene que a; € N(Z)H, ademads Né“ D N¢ porque si a € N} entonces
g(a) € M¢, por lo tanto g(g(a)) € g(ME) = M C M;, entonces tenemos
que h1(g(g(a))) = g(g(a)) y ent a = h='(hy(b)) con b € M; 1. Definimos
fix1 =h"Yo (k| NJ™). Esta funcién es una inmersién que extiende a f;
que satisface las condiciones requeridas.

O

Teniendo ya probado el lema solo basta por hacer una induccién para probar
la segunda parte del teorema. O

Ahora vamos a definir las clases sobre las cuales vamos a probar el teorema
de categoricidad ascendente.

Definicién 1.10. Sea x un cardinal. Decimos que una clase elemental abstracta K
con la propiedad de amalgamacion es x-ddcil si para cualquier M € K.,
p#q€ga—SM) existe N XM tal quep | N #q | N.

K es (p, x)-décil si para cualquier M € K,, y todo p,q € ga—S(M) siempre
que p # q existe N 2 M de cardinal x tal quep | N #q [ N
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Definicién 1.11. Sea M € K,, y p € ga — S(M). Decimos que p es minimal
st y solo si p es no algebrdico (no existe ¢ € M que realice p) y para cualquier
M’ e K, con M = M’ existe exactamente una ertension no algebrdica de p a
M'.

Teorema 1.7 (Monotonia de tipos minimales). Supongamos que K es
(A, x)-ddcil para algin A > p > x. Sip € ga— S(M) es minimal con M € K,,,
entonces para todo N € K> extendiendo a M y cualquier ¢ € ga — S(M)
extendiendo p, si q es no algebrdico entonces es minimal.

Demostracion. Supongamos que p y g son como en el enunciado del teorema
pero que ¢ no es minimal, sean entonces ¢, ¢” € ga—S(N’) para algin N’ en K,
con N = N'. Por docilidad podemos encontrar M’ € K,, tal que M < M’ < N’
vq | M #¢q" | M notese que ¢ | M’ y q” | M’ son ambos extensiones no
algebraicas de p. Esto es una contradiccién con la minimalidad de p. O

Hecho 1.6. Si K es galois estable en n, entonces para cualquier N € K, y
cualquier ¢ € ga — S(N), existe M € K, y cualquier ¢ € ga — S(N), existe
Me Kyuyp€ga—S(M) tal que N < M, p es extensidn de g y p es minimal.

Demostracion. [Sh394] O

Hecho 1.7 (Extensién de tipos minimales). Sea K categdrica en algin
A > LS(K) y (X, x)-ddcil para algin x < X. Sea p tal que LS(K) < p < cf(N).
Sip € ga — S(M) es minimal y M es (u,o)-limite par algin ordinal limite
LS(K < o < p*, entonces para cualquier M’ € K<, extendiendo M, existe un
q € ga— S(M') tal que q extiende p.

Vamos a definir una cierta clase de tipos que nos van apermitir transferir
pares de Vaught de un cardinal a otro, estos son tipos minimales que pueden
‘controlar’ su minimalidad.

Definicién 1.12. Sea M € K,,. Un tipo p € ga — S(M) es minimal enraizado
si y solamente si p es minimal y existe N < M de cardinal < p tal que p | N
es minimal. Decimos que N es una raiz de p.

Teorema 1.8 (Existencia de tipos minimales enraizados). Sea K categdri-
ca en algin X\ > xT y (A, x)-ddcil con x > LS(K). Si cf(\) > LS(K) entonces
para cualquier M’ € K, existe un tipo minimal enraizado q € ga — S(M).

Teorema 1.9. Suponga que K es x-ddcil. Sea N € K>,. Sip € ga — S(M)
es minimal enraizado con N = M un submodelo tal que p | N es minimal,
entonces para cualquier N' con N X N’ < M tenemos que p [ N' es minimal.

Demostracion. p | N’ es no algebraico, pues p no lo es y toda realizacién de
p es realizacién de p [ N’, ahora como p | N’ es no algebraico tenemos por la
monotonia de tipos minimales que p [ N’ es minimal O
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1.5. Pares de Vaught

Vamos ahora a definir la nocién de pares de Vaught que funciona en este
contexto; es la generalizacion de la definicion de primer orden pero con una
pequena variacion.

Definicién 1.13. Sea p > X\. Fijamos M € K, y p € ga — S(M) un tipo
minimal.

Un par de modelos (Ng, N1) se llaman un (p, \)-par de Vaught si Ny y Ny
son de cardinal A\, M < No 2 Ny y no eziste ¢ € Ny\ Ny realizando p

Hecho 1.8. Asumimos que K es categdrica en algin AT > LS(K). Entonces
para cualquier modelo M € K<y y cualquier tipo minimal p € ga — S(M), no
existe (p, \)-pares de Vaught.

Demostracion. Ver [Sh394] O

El siguiente teorema nos da una transferencia de pares de Vaught ’hacia
abajo’.

Teorema 1.10. Sea p > LS(K). Sea p un tipo minimal enraizado sobre un
modelo m de cardinal . Fijamos una raiz N < M de cardinal k, con p | N
minimal. Si K tiene un (p, u)-par de Vaught, entonces existe un (p | N, k)-par
de Vaught.

Demostracién. Supongamos que (N° N1) son un (p, u)-par de Vaught. Sea C
el conjunto de todas las realizaciones de p | N en N!. Sea a € |[N*t|\ [N?|.
Construimos ahora una cadena de pares de modelos {N?, N! € K,|i < w} que
satisface lo siguiente:

1. NJ=N
2. N? =< N}
3. N!Z N!'paral=0,1
4. Las sucesiones {N}|i < kT} son crecientes y continuas
5. a€ N}\N?
6. Ci=CN} CN,.
Para poder hacer esta construccién necesitamos un lema.
Lema 1.5. Sid € N! y realiza p | N{ entonces d € N°. Esto es C C NY.

Demostracion. supongamos que d € N\ N Entonces ga — tp(d/N") es una
extensiéon no algebraica de p | N§. Como p [ N es minimal, tenemos que
ga—tp(d/M) = p (pues ambos son extensiones de p [ NJ). Pero como (N9 N1)
forman un (p, uu)-par de Vaught se debe tener que d € N, contradiciendo nuestra
eleccién de d. O
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Sea N¢ un submodelo de N! de tamaiio k que contenga a a y a NJ (esto se
logra gracias a LS). Supongamos ahora que tenemos construido {Nf|z <a+l}.
Sea N9, un submodelo de N de tamano x que contenga a N3,y a C(| N}, esto
es posible gracias a el lema anterios pues C'(Y N,y C N°. Tomamos a Ny 5011
un submodelo de N'! de tamaiio x que contenga a N1.

Veamos ahora que la construccién sirve para nuestro propésito, sea N =

Ui<w Nzl

Lema 1.6. Para cualquier c € N1 (C, tenemos que c € NY.

Demostracion. Como {N}|i < w} es continua, existe i < w tal que ¢ € N}.
Entonces ¢ € C; (pues ¢ € C). Por la condicién 5 de la construccién ¢ € N2, ; <
Ngmega' O

Es claro que NJ # N} pues a € N} \ N9. Ahora por el lema anterior toda
realizacién de p | N en N} estd en N9, por lo tanto como N 2 N}, (N9, N1)
son un (p [ N, k)-par de Vaught. O

Corolario 1.1. Sea A > LS(K). Si K es categérica en X y lambda™ y p es
un tipo minimal enraizado sobre un modelo de cardinal \*, entonces no ewisten
(p, \T) pares de Vaught.

Demostracion. Supongamos (Ng, N1) un (p, AT)-par de Vaught. Entonces como
p es un tipo enraizado existe una raiz N’, sea N = N’ de cardinal \, entonces
p | N es minimal, por el teoreme anterior existe un (p [ N, \)-par de Vaught,
esto contradice el hecho (1.8). O

Corolario 1.2. Sea A > LS(K). Si K es categérica en X y AT, entonces
cualquier tipo minimal enraizado sobre un modelo N de cardinal A\t es real-
izado \TT-veces en cualquier modelo de cardinal N+ extendiendo a N.

Demostracion. Sopngamos que M € K1+ realiza p solamente o < AT veces.
Sea A := {a;|i < a} una enumeracién de las realizaciones de p en M. Podemos
encontrar Ny € Ky+ tal que N|JA C N < M. Como M tiene cardinal AT,
podemos encontrar Ny € K+ tal que Ny 2 N; < M. Entonces (Np, N1) es un
(p, A\T)-par de Vaught, esto contradice el corolario anterior O

1.6. Categoricidad ascendente

En esta seccién vamos a probar un teorema de transferencia de categoricidad
hacia arriba.

Teorema 1.11. Supongamos que My € Ky yr € ga — S(My) un tipo minimal
tal que K no tiene (r, \)-pares de Vaught.

Sea o un ordinal < AT tal que o = X - . Supongamos M € K\ tiene una
resolucion {M; € K\|i < a} tal que para cualquier i < a. Existe ¢; € M1\ M;
realizando r. Entonces M es saturado sobre My. Mds aun si K es estable en A,
entonces M es un (\, ) modelo limite.
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