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En estas notas se examinan diferentes tipos de teorias no-contablemente categéricas segun la
forma en que dominios universales estan construidos a partir de conjuntos fuertemente mini-
males.

1. Ejemplos de teorias no-contablemente categoricas

En cada uno de los siguientes ejemplos se presenta una teoria no-contablemente categorica, en
cada caso € denota el dominio universal de dicha teoria, ver [1, pag. 70] para la definicién de
dominio universal.

Conjuntos infinitos
Sean L=0,TCI ={3F""z z=2:n < w}.

Es claro que TCI es totalmente categérica y fuertemente minimal (f.m.), es decir, todo
subconjunto definible de € es finito o cofinito.

Cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p

Sea p un ndmero primo o cero. Sean L = {+,:,0,1} y TCAC), la teorfa de cuerpos alge-
braicamente cerrados de caracteristica p.

Por el teorema de Steiniz, sabemos que TCAC), es no-contablemente categérica y, por lo
tanto, completa. Ademas, TC' AC), tiene eliminacién de cuantificadores ([4, pags. 1-3]).

Veamos que TCAC), es f.m. Sea D un subconjunto definible de €, entonces, por la eliminacién
de cuantificadores, D = (&) con () una férmula libre de cuantificadores sobre €; si ¢(x) es
atémica, entonces existen polinomios p(x),q(x) € €[z], tales que p(z) = p(z) = ¢q(z) y, por lo
tanto, D es finito o D = €. Luego, en general, si ¢(z) es cualquier férmula libre de cuantificadores,
D es combinacién booleana de conjuntos finitos y cofinitos, y, en consecuencia, es finito o cofinito.

Espacios Vectoriales sobre un cuerpo contable o finito

Sea K un cuerpo contable o finito. Sean L = {+,0, K}, donde cada elemento de K representa
una funcién unaria y TEVy la teoria de espacios vectoriales sobre K.

T EVi es no-contablemente categérica, ya que dados M, N E TEVk con |M| = |N| =k > g,
para I y J bases de M y N respectivamente, como x > Ng, |I| = |J| = &, luego esxiste una
biyeccion entre I y J, y esta induce un isomorfismo entre M y N, en el sentido del dlgebra lineal
y también en el de estructuras de primer orden.



Puede probarse, de manera analoga a como se hace para TC' AC),, que T EV tiene eliminacién
de cuantificadores.

TEVy también es f.m. Por la eliminacién de cuantificadores, todo definible D lo es mediante
una férmula libre de cuantificadores ¢(x,a). Si p(z,a) es atémica, entonces ¢(x,a) expresa que
dos combinaciones lineales de x y los elementos de a son iguales o que son distintas, luego D es
finito o cofinito. Lo anterior implica que si ¢(x,a) es cualquier férmula libre de cuantificadores,
D es combinacién booleana de subconjuntos finitos y cofinitos de € y, por lo tanto, D es finito
o cofinito.

Plano Proyectivo

Sea K un cuerpo infinito. P?(K) = (P,C), donde P = (K3 — {0})/ ~, con la relacién de
equivalencia ~ definida para a@,b € K — {0} mediante @ ~ b <= 3\ € K — {0} tal que A\a = b,
y C es una relacién ternaria definida para [a], [b],[¢] € P mediante C([a], [b],[¢]) <= 3\ €
K3 — {0} tal que A\1a@ + Xob + A3¢ = 0, es decir, [a], [b], [¢] son colineales en el plano proyectivo.

Nétese que la estructura P?(K) = (P, C) es biinterpretable con esta otra versién del mismo
plano proyectivo: (P, R,I), donde P y R son dos suertes, P es el conjunto de los puntos del
plano como antes y R es el conjunto de las rectas, e I C P X R es la relaciéon de incidencia entre
los elementos de P y los elementos de (), es decir, entre puntos y rectas. Esta segunda version
puede describirse concretamente de manera analoga a como se hizo con la primera.

La teorfa completa que consideramos en este ejemplo es TPP = Th(P?(K)).

Veremos més adelante que TPP es no-contablemente categérica (ver 3.5), de hecho esta
teoria es totalmente categorica.

Veamos que T'PP tiene eliminacién de cuantificadores. Primero nétese que todo punto a y
toda recta L en € son definibles mediante las férmulas atémicas ¢ = a 'y C(z,b,c),conb,c € Ly
b # ¢, respectivamente, y, reciprocamente, toda férmula atémica con exactamente una variable
libre define un punto, una recta o un definible trivial, ) o €. Por lo tanto, los subconjuntos
de € definibles mediante una férmula libre de cuantificadores son precisamente aquellos que
son combinacion booleana de puntos, rectas, complementos de puntos y complementos de rec-
tas. Para terminar es suficiente ver que dada una férmula libre de cuantificadores ¢(z,y,a),
Jyp(C,y,a) es definible mediante una férmula sin cuantificadores (pensar en induccién); sabe-
mos que p(z,y,a) =V, /\j ©ij(x,y,a), para algunas férmulas ¢;;(z,y,a) que son atémicas o
negaciones de atémicas. Asi, Jyp(x,y,a) = Iy \V,; A jyij(z,y,a) =V, Iy \ jeij(z,y,a), por lo
tanto, sélo falta ver que para cada ¢, la féormula 3y A jy;j(z,y,a) define un conjunto que es
combinacién booleana de puntos, rectas, complementos de puntos y complementos de rectas,
y esto puede verse al examinar las posibles formas de las férmulas ¢;j(x,y,a), que son, salvo
equivalencia y eliminando las que corresponden a definibles triviales: +(x = y), +(z = ax),
+(y = ag), £C(z,y,ar), £C(x,ar, a;) y £C(y, ax, a;).

Lo anterior tiene como consecuencia que toda recta L en € es f.m., ya que L es definible
mediante la férmula no algebraica C(z,a,b), donde a,b € L y a # b, y, dado que conocemos la
forma de todos los subconjuntos definibles de € y que la interseccion entre dos rectas es siempre
un conjunto unitario y, por lo tanto, finito, es claro que la interseccién entre L y cualquier
definible es un conjunto finito o cofinito.

A continuacién probamos que T'PP es casi fuertemente minimal (ver 3.1), aunque obviamente



no es f.m. Sean a, b, ¢, d, e cinco puntos distintos en € tales que
F—-C(a,b,c) N =C(a,b,d) AN —C(a,b,e) N =C(c,d,e),

y sean A = {a,b,c,d,e} y D el conjunto definido por la férmula C(a,b,x)Ve = cVae =dVz =e.
Asi, D es f.m., porque es la unién del conjunto f.m. C(a,b,€) y el conjunto finito {c,d, e}, y
¢ = acl(DUA), porque para todo u € €, existen dos puntos en {c¢, d, e} que no son colineales con
u, sin pérdida de generalidad supongamos que dichos puntos son ¢ y d, sean u, el punto de corte
de las rectas C(a,b,€) y C(u,c,€) y ug el punto de corte de las rectas C(a,b,€) y C(u,d, ),
entonces la féormula C(u, ¢, z) A C(ug,d, x) atestigua que u € dcl({uc, uq,c,d}) y, por lo tanto,
u € acl(DUA).

@i<w Z4
En este ejemplo consideramos la suma directa de Ry copias de Z4 como grupo aditivo. Sea
TZ =Th((D,.,, Z4,+).

Usaremos el hecho de que T'Z tiene eliminacion de cuantificadores.

Sea M un modelo de T, entonces 2M = {x € M : Jy 2y = 2} = {z € M : 2z = 0},
donde la tltima igualdad se tiene porque vale en @, Z4 y, dado que se puede expresar con
una sentencia de primer orden, se transmite a todos los modelos de T'Z. 2M es un subgrupo de
M en el que todo elemento no nulo tiene orden 2, esta estructura es equivalente a la de espacio
vectorial sobre Zs, luego 2M es un subconjunto f.m. de M.

Queremos ver ahora que para todo a € M, a + 2M también es fm. en M, a + 2M no es,
en general, subgrupo de M como 2M, pero podemos copiar la estructura de 2M en a + 2M y
con esto concluir que es f.m., esto es: Sea hat+ una operacion binaria definida en el dominio de
M como x4y = x + 1y — a, asi, a + 2M es un subgrupo del grupo que consiste de el dominio de
M equipado con la operacién +, todos sus elementos no nulos tienen orden 2 y, por lo tanto,
es un subconjunto f.m. de dicho grupo. Esto implica que a + 2M también es un conjunto f.m.
en M, ya que si no lo fuera existirfa una férmula ¢(z,d) en el vocabulario {+} para la cual
a+2MnNe(M,d)y a+2M N=p(M,d) son infinitos, y en ese caso la férmula ¢'(z, d, a) obtenida
al remplazar cada expresién de la forma ( )1 + ( )2 en ¢(z,d), por la expresién equivalente
( )1+( )2 — a, serfa una férmula en el vocabulario {4} para la cual a + 2M N ¢'(M,d,a) y

a+2M N —=y¢'(M,d,a) son infinitos, lo cual produce una contradiccién.

Noétese que para todo a € M, a+2M = {x € M : 2z = 2a}, con esto podemos expresar M
como la unién de una familia de conjuntos f.m. (indexada por un conjunto f.m.) de la siguiente
manera:

M = U a+2M = U{xéM:ZzzQa}: U {z € M :2x =b}.
aceM aeM be2M

Ahora probemos que T'Z es totalmente categorica.

Sean My y My modelos de T con |M;| = |Msy| = k > Ng, por la forma como expresamos M
sabemos que |2M;| = |2Ms| = k y, como la teoria de espacios vectoriales sobre Zs es totalmente
categorica, esto implica que existe una biyeccién {+}-elemental f : 2M; — 2M,.

Para cada b € 2M; o b € 2M>, sea ap tal que 2a; = b, supongamos que podemos elegir los a
de manera que ay + ay = apry. Asi, para b € 2M; definimos:

foiap+2M; — aypp) + 2Ms
T f(r—ap) + app,



que claramente es una biyeccién elemental como f.

Sea I' = Jycons fo- F' es una funcién bien definida de My en M porque {ap+2M; : b € 2M; }
es una particién de M;p. Veamos que F es un isomorfismo, primero F' es biyectiva porque cada
fv lo es, y F preserva la operacién + porque para todos u,v € M1,

F(u) + F(v) = fau(u) + fou(v)
= f(u — agu) + ayu) + (v — ag) + agpey)
= flu+v — (agy + a2v)) + ap2u) + Gp20)
= flut+v— a2(u+v)> + ar2(uto))
= F(u+v)

Ahora comprobemos que se puede realizar una eleccién adecuada de los ap, es decir, de
manera que ap + ay = Ap4p -

Sea 2M; = {b; : i < Kk} una enumeracién con by = 0. Definimos a;, por induccién: Sea
ap, = 0. Para i > 0, supongamos definidos de manera adecuada a, para b € (b; : j < i) y
extendamos esta definicién a todos los b € (b; : j < i) como sigue:

Sib; € (b; : j < 1), la definicién ya estd completa.

Sib; ¢ (bj:j <1i), sea ap, cualquier elemento tal que 2a,, = b; y para todo b € (b; : j < i),
b=>_,<;¢c;bj para algunos c¢; € {0, 1}, entonces definimos a, = Y, ; cjap,.

Veamos que a; estd bien definido, si b= 3", ¢;b; = >, ¢;'bj con ¢;,¢;” € {0,1} entonces
0 = > ici(cj — ¢;')bj, esto muestra que, dado que b; ¢ (b; : j < i), ¢; = ¢, luego 0 =
_(c; — ¢;)b; y, como por hipétesis de induccién la definicién de los a; es adecuada para
j<i\®J) 5 )05 Y p P p
b€ (bj:j <i), tenemos que 0= 3", .(c; — ¢;')ap;. Por lo tanto, 3. cjap, = 37, ¢j'ap,.

Es claro que el hecho de que la definicién de a;, para b € (b; : j < i) se adecuada implica que
la nueva definicién efectivamente la extiende y también es claro que la definicién de los a; para
b € 2M; obtenida con la induccion es adecuada.

La definicién de los ap para b € 2Ms es anédloga.

Finalmente, probemos que T'Z no es c.f.m. Para esto, supongamos que si lo es, entonces
existe un conjunto finito B tal que € = acl(2¢€ U B) (ver 3.4). Como B es finito, € es abeliano
y todos los elementos de € tienen orden 4, entonces (B) también es finito, luego 2¢€ 4 (B) # €.
Ahora veamos que acl(2€ + (B)) = 2€+ (B) # € lo cual claramente produce una contradiccion,
para esto nétese que toda férmula atémica sobre el subgrupo 2€ + (B) de € es equivalente a una
de las siguientes:

» z = b, para algin b € 2€ + (B), que define un punto en 2¢ + (B),
» r+x =b, para algin b € 2¢€ + (B), que define a, + 2M si b € 2M y () en caso contrario,

» z+ 2+ x =D, para algin b € 2¢€ 4 (B), que define el punto —b € 2¢€ + (B).

Asi, dado que toda férmula sobre 2€ + (B) es equivalente a una combinacién lineal de férmulas
atémicas y negaciones de férmulas atémicas y que los ap + 2M son infinitos y disyuntos para b’s
distintos, se tiene que los tinicos elementos algebraicos sobre 2€+(B) son aquellos que pertenecen
a él.



2. Teorias fuertemente minimales

De este punto en adelante, sea T una teoria completa contable y € su dominio universal.

Definicién 2.1. Dados T', M un modelo de Ty ¢(z) una férmula sobre M.

Decimos que ¢(x) es minimal sobre M, o que ¢(M) es minimal, si ¢(z) es una férmula
no algebraica y para toda férmula ¢ (x) en M, o(z) A ¥(z) es algebraica o p(xz) A —p(x) es
algebraica.

Decimos que ¢(z) es fuertemente minimal (f.m.), si para toda extensién elemental N de M,
©(x) es minimal en N.

T se llama f.m., si y sélo si, la féormula z = z es f.m.

Noétese que, por 5.5, T es f.m., si y sélo si, € es minimal. Ahora recordamos dos hechos
bésicos cuyas demostraciones pueden consultarse en [2, pdgs. 208-211].

Lema 2.2. Si D es fm. y definimos cl(A) = acl(A) N D, para A C D, entonces cl es una
pregeometria sobre D, esto es: Para todos A,B C D ya,be D,

1. AcCc(A) ycl(c(A)) =cl(A)
Si A C B, entonces cl(A) C cl(B)

(cardcter finito) Si a € cl(A), entonces existe Ag Cpn A tal que a € cl(A).

> Lo

(intercambio) Si a € cl(AU{b}) — cl(A), entonces b € cl(AU{a}).

El lema anterior hace posible definir una nocién de dimensién en los conjuntos f.m. y con
ésta probar lo siguiente:

Teorema 2.3. Si T es f.m., entonces T es no-contablemente categorica.

3. Teorias casi fuertemente minimales

Definicién 3.1. T se llama casi fuertemente minimal (c.f.m.), si y sélo si, existen un conjunto
finito A y un conjunto fuertemente minimal (f.m.) D definible sobre A tales que € = acl(DUA).

Lema 3.2. T es c.f.m., si y solo si, existen un conjunto A (no necesariamente finito) y un
conjunto f.m. D definible sobre A tales que € = acl(D U A).

Demostracion. Supongamos que existen tales A y D y veamos que T" es c.f.m. Sea D = »(¢, a)
con a C A. Para todo ¢ € C, existen d. C D, @, C A y una férmula p.(z,7, Z) sobre (), tales que
ez, de, ac) es algebraica y F ¢.(c,d., da.).

Entonces,
F 3@(@0(67 Y, a_c) A El:ncxﬁpc@% Y, a_c) N /\ ¢(y27 (_1))7

)

donde n. = |<pc(€, de, a_c)’.



Llamemos ¢,(x) a la férmula

3 (e, 7, @e) A I wpe(x, 7, @) A \ b(wi,a)),

7

ast, {Uy1 (z) : ¢ € €}, donde Uy () = {p € S1(A) : () € p}, es un cubrimiento abierto del espacio
topolégico S1(A). Por el teorema de Compacidad, sabemos que S1(A) es un espacio compacto
(aqui usamos que A es un conjunto), luego existen ci, ..., ¢; € € tales que {{U@’cl ()5 s {U@ék (@)}
es un cubrimiento de S7(A).

Sea Ay = aUlJ; ac,. Es claro que D es definible sobre Ay. Veamos que € = acl(D U Ay), para
todo ¢ € €, tp(c/A) € S1(A), y esto implica que existe i € {1,...,n} tal que ¢ (z) € tp(c/A),
luego ¢ F . () y, por lo tanto, ¢ € acl(D U Ap). O

Lema 3.3. Sea T una teoria casi fuertemente minimal, y sean A y D como en la definicion.
Para toda formula f.m. 6(x) (con pardmetros), existe un conjunto finito B D A tal que:

1. O(x) es una formula sobre B.
2. Para todo b € 0(€) — acl(B), existe c € D tal que b y ¢ son interalgebraicos sobre B.

3. Para todo b € D — acl(B), existe ¢ € 0(€) tal que b y ¢ son interalgebraicos sobre B.

Demostracion. Dada una férmula f.m. 6(z), sea By = A U {pardmetros de 6(x)}. Sea by un
elemento de 6(¢) — acl(B), por la hipétesis del lema, existe d C D tal que by € acl(dU A) C
acl(d U By), luego by € acl(d U By); témese d minimal entre las tuplas que tienen esta tltima
propiedad, es decir, de manera que para toda tupla € C d, by ¢ acl(e U By).

Consideremos d = dod’, asi, por la eleccién de d, by ¢ acl(By U d'). Sea B = By U d', ndtese
que con esto by y dp son interalgebraicos sobre B, ya que by € acl(B U {dy}) — acl(B) y, por la

propiedad de intercambio de la clausura algebraica en el conjunto f.m. DUBU{by}, esto implica
que do € acl(BU {bg}).

Comprobemos ahora que este conjunto B cumple con las condiciones del lema. Primero, es
claro que B es finito y que 6(x) es una férmula sobre B. Ademds, como € es f.m., todos los
elementos de 6(€) — acl(B) tienen el mismo tipo sobre B, entonces, para todo b € D — acl(B),
tp(b/B) = tp(by/B); por otro lado, dado que by € acl(B U {dp}), existen € C B, n < w y una
férmula ¢(x,y, ) sobre ), tales que

F o(bo, do,€) N I "xp(z, dy, €) A p(do, a),
luego

E 3y (e(bo, y,€) A I "zp(x,y,€) A(y,a));

y por lo tanto
E Ely(cp(b, y,€) NI "zp(x,y,e) A (y, EL)),

esto significa que existe ¢ € D tal que b € acl(B U c) — acl(B) vy, en consecuencia, b y ¢ son
interalgebraicos. Finalmente, para comprobar la tercera propiedad se puede usar un argumento
analogo al anterior. O

Corolario 3.4. Si T es c.f.m. y0(x) es una formula f.m., entonces existe un conjunto finito B
tal que 0(x) es una formula sobre B y € = acl(0(€) U B).



Demostracion. Como T es c.f.m., sean D y A como en la definicién. Por el lema anterior, existe
un conjunto finito B con las propiedades mencionadas por él, en particular, se tiene que 6(z) es
una férmula sobre By D C acl(6(€)UB). Por lo tanto, € = acl(DUB) C acl(acl(6(€)UB)UB) =
acl(0(€) U B). O

Teorema 3.5. Si T es c.f.m., entonces T es no-contablemente categorica.

Demostracion. Por 5.9, es suficiente ver que T es w-estable y que no admite pares de Vaught.

Primero comprobemos que T es w-estable, para esto sean A y D como en la definicién de
teoria c.f.m. y supongamos que M es un modelo contable de T' que contiene a A. Asi, para todo
a € ¢, existe d C D tal que a € acl(M U d). Dado que D es f.m., por 5.3, {tp(d/M) : d C
D (finita)} es contable, consideremos una enumeracién {p; : ¢ < w} de este conjunto. Para cada
i < w, sea d; F p;. Afirmamos que S1(M) = {tp(c/M) : ¢ € |J;acl(M U d;)} y por lo tanto
es contable, ya que |J; acl(M U d;) es unién contable de conjuntos contables. Comprobemos la
igualdad entre los dos conjuntos de tipos, obviamente el de la derecha estd contenido en el de
la izquierda; para probar la otra inclusion sea p € S7(M) y sea ¢ una realizacién de p, entonces
existe una tupla d C D tal que ¢ € acl(M U J) y, por la definicién de los d;, existe i < w tal que
tp(d/M) = tp(d;/M), esto implica que existe f € Aut(€) tal que f(d) =d; y f [am= idps, como
f es un automorfismo tenemos que tp(c/M) = tp(f(c)/M) y f(c) € acl(M U d;), por lo tanto

p = tple/M) = tp(f(c)/M) € {tple/M) : c € Jacl(M U dy)},

(2

Con esto podemos concluir que T es w-estable, porque para todo B contable, AU B es contable
y por lo tanto existe un modelo contable M tal que M D AU B, luego |S1(B)| < |S1(M)]| < No.

Ahora supongamos que T' admite un par de Vaught (M, N) para alguna férmula ¢(z). Por 5.8,
podemos suponer que M y N son modelos saturados contables de T'y que N D A. Ademads, por
5.6, existe una férmula f.m. §(z) sobre N que implica ¢(z), esto garantiza que (M, N) también
es un par de Vaught para 6(x), ya que 0(x) es no algebraica y (M) C p(M) = ¢(N) C N,
luego O(M) = 6(N).

Sea a € M — N, entonces existe d C D tal que a € ac{(du M), adicionalmente, podemos
suponer que d C M ya que, por la saturacién de M, existe d c M tal que d Etp(d/AU{a})y,
por lo tanto, d € D y a € acl(d' U A). Como a ¢ N, tenemos que d ¢ N, luego )(M,a) ¢ N.

Sea ¢ € (M, a) — N, entonces, por 3.3, existen un conjunto finito B O A y un elemento b €
0(€) tales que b y ¢ son interalgebraicos sobre B. Por la saturacién de N, podemos tomar B C N
(7). Asi, b € acl(BU{c}) C M, luego b € (M) C N y, en consecuencia, ¢ € acl(BU{b}) C N,
jcontradicciéon! Por lo tanto, T no admite pares de Vaught. O

Lema 3.6. Si T es c.f.m., si y sdlo si, existen una férmula ¢(z,q) sobre O y un tipo aislado
q € S(0) tales que para todo modelo M de T y para todo € € q(M), p(x,€) es fm. y M =
acl(p(M,e) Ue).

Demostracion. Supongamos que T es c.f.m. y sean A y D como en la definicién. Por 5.7, existe

una férmula f.m. o(z,b), sin pardmetros extra, donde b realiza un tipo completo aislado sobre
(. Asi, por 3.4, € = acl(¢(€,b) U B).

Veamos ahora que existe una tupla ¢ que realiza un tipo aislado sobre b tal que € =
acl(p(€,b) Uc). Usando un argumento de compacidad, andlogo al de la demostracién de 3.2, es



posible obtener un entero positivo n y, para cada i € {1,...,n}, férmulas ¢;(z, g;, a;), con a; C A
y sin pardmetros extra, y enteros positivos n; tales que para todo ¢ € €, existen i € {1,...,n}
y d; C (¢, b) tales que F ¢;(c, dz,aZ y |<,0Z (e, all,aZ ’ = n;. Tomemos n minimo, en partlcular
esto garantiza que para cada i existe d; C ¢(€,b) tal que }cpz (€, d;, a; ‘ = n;.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ; Ny; = 0, siempre que i # j; dicho esto,
sean § = Y1 ---Yn y @ = di---ay. Definimos o(x,y,a") =V, pi(x,¥i, a;), entonces para todo
c € €, existe d C p(€,b) tal que F o(c,d,a’) y ‘U(Q:, d, Ez’)‘ < > n;. Sea X el conjunto definido
por

Vz3y(o(z,7, 2 ) ANISXTiz0 (2,4, 2 /\/\go (y;,b)

asf, X es definible sobre by @’ € X, luego X # (), entonces, por 5.2, existe ¢ € X que realiza un
tipo completo aislado sobre b y, como b realiza un tipo completo aislado sobre (), entonces, por 5.1,
¢ también realiza un tipo completo aislado sobre (). Dado que ¢ € X, entonces, por la definicién
de X, € = acl(¢(€,b) UE), y, como ¢ D b, podemos escribir esto como € = acl(p(€,¢) U é).

Finalmente, tomemos ¢ = tp(¢/0), asi, como los tipos aislados no pueden ser omitidos, en
todo modelo M de T se realiza ¢, sea € € q(M ), entonces por 5.4, ¢(x,€) es f.m.; ademds, existe
f € Aut(€) tal que f(¢) = e, asi, como sabemos que € = acl(p(<,¢) U ¢), aplicando f tenemos
que € = acl(p(€, €) U &), entonces para todo ¢ € M, existe d C ¢(€, ) y una férmula 7(z, d, ),
sin pardmetros extra, tal que F 7(c,d,€) y ‘T(@, d, é)‘ = m, para algin m < w, es decir,

F3g(r(c,g.e) AT (z,z?,é)A/\cp(yjaé)),

y, como todos los parametros de esta férmula estan en M, esto implica que

M E3g(r(c,g,€) AT a7 (@, 7,8) A [\ ey, €)),
J
luego, M = acl(p(M,e) Ue).

Para el reciproco, usando el teorema de Lowenheim-Skolem descendente, podemos escribir
¢ como la unién de una cadena creciente elemental de modelos (de tamanio menor que |€]), es
decir, € = Ui<|¢| M;, con M; E T y |M;| < |€|, para todo i, y M; < N;, siempre que i < j.
Entonces, para ¢(z,y) y ¢ como en el enunciado del lema, sea € € q(My), asi, p(z,€) es fm. y,
para todo i, € € q(M;) y, por lo tanto, M; = acl(p(M;,€) Ue). Luego € = acl(p(C,e) Ue). O

El lema anterior nos da una definicién alternativa de las teorias c.f.m. Una desventaja de
dicha definicién es que para ella no tenemos un resultado andlogo al corolario 3.4. Pero, por otro
lado, con ella podemos probar directamente categoricidad en los cardinales no contables como
con las teorias f.m., es decir, extendiendo biyecciones elementales entre conjuntos a biyecciones
elementales entre sus clausuras algebraicas. Ademas, esto puede dar un poco mas de informacion,
por ejemplo, si T c.f.m. y para todos M modelo de 7'y A subconjunto finito de M, acl(A) es
finito, entonces T es totalemnte categodrica; nétese que este es el caso de T PP.

4. Teorias no-contablemente categoéricas no c.f.m.

Ya hemos visto un ejemplo de una teoria no-contablemente categérica que no es c.f.m, to-
dos los ejemplos de dichas teorias corresponden a las teorias de modelos que pueden obtenerse



mediante la construccién de haces fibrados (fibre bundles) definibles sobre modelos f.m., a con-
tinuacién presentamos esta construccién siguiendo [3]:

Dados P una L-estructura, X C P" definible y una familia definible de grupos (G, : a € X)
definibles en P, a continuacién definimos una nueva estructura M. Para cada a € X, sea Y,
un conjunto en el que G actie regularmente, a un conjunto asi se le llama espacio homogéneo
principal para G. El dominio de M es la unién disyunta del dominio de P y los conjuntos Y.
El lenguaje de M contiene a todos los signos de L y conservamos sus interpretaciones en P,
ademads, tiene signos para la proyeccién canénica 7 : |J,cx Yo — X, que es la funcién tal que
7w(b) = a para b € Y,, y para una funcién ternaria f tal que, para cada a € X, f(a, , ) define
la accién de G, en Y,, finalmente, aceptamos estructura adicional en M siempre y cuando esta
no modifique la estructura adicional en P, es decir, siempre y cuando todo subconjunto de P™,
para cualquier m, que sea definible en M sobre (), también sea definible en la estructura P sobre
(). Con esto, decimos que M es un haz fibrado definible sobre P para la familia (G, : a € X).

Los siguientes son algunos hechos sobre esta construccién:

» Todo modelo de Th(M) es primo y minimal sobre la zona correspondiente a P en su
interior, téngase en cuenta que P siempre es definible en M, por ejemplo mediante la
formula —3Jy—3zf(z,y, 2).

» Usando lo anterior, puede probarse que si Th(P) es no-contablemente categérica, entonces
Th(M) también lo es.

= Si todos los grupos G, son finitos, entonces M = acl(P). Lo mismo sucede en todos los
modelos de Th(M), por lo tanto, si P es (c.)f.m. y todos los grupos G, son finitos, M es
c.f.m.

» Sib, €Y,, entonces Y, C acl(P U {b,}), luego M = acl(P U {b, : a« € X})). Lo mismo
sucede en todos los modelos de Th(M), luego si X es finito y P es (c.)f.m., M es c.f.m.

Sobre cémo usar la construccién para obtener teorias no-contablemente categéricas no c.f.m.,
puede verse que suficiente realizarla con P f.m., X infinito y G, = G infinito. Veamos cémo
podemos obtener de esta manera el ejemplo bésico M = (B, Z4, +):

Sea P = (,_,, Z2,+), P es fm. porque es un grupo en que todo elemento tiene orden 2,
consideremos X = P — {0} y, para cada a € X, G, = P. Dado que P actia regularmemte sobre
s{ mismo, podemos tomar cada Y, esencialmente como G, siempre y cuando nos encarguemos
de que los Y, sean disyuntos, para esto tomamos Y, como el conjunto {z € M : 2z = a}. Luego,
como conjuntos,

PulJYe= |J{zeM:22=0a}=M.
acX ac2M

Ahora veamos que la estructura de grupo en M incluye la que se define en la construccién, en el
sentido de que es suficiente para definirla, la proyeccién canénica 7 : (J,c x Yo — X corresponde
en este caso a la funcién x — 2z y, por lo tanto, es definible con la operaciéon de grupo en M,
y ,la funcién ternaria f, puede definirse mediante f(x,y,2) =w <= x #0A2y =0A2z =
2¢ AN w = y + z. Ademas, la estructura de grupo en M es estructura adicional admitida en la
construccién ya que no agrega nueva estructura en P porque su restriccién a P coincide con la
estructura original de P.



Para terminar, enunciamos un teorema citado en [3] que establece que toda estrutura no-
contablemente categérica puede obtenerse a partir de un conjunto fuertemente minimal en su
interior mediante sucesivas construcciones de haces fibrados:

Teorema 4.1. Si Th(M) es no-contablemente categorica y P es un conjunto fuertemente min-
tmal en M, entonces existen un entero positivo k y estructuras P = Py, Py, ..., P, = M tales
que cada Piy1 es un haz fibrado definible sobre P;. Ademds, los grupos G, pueden tomarse todos
en P y de manera que sean elementales abelianos, simples no abelianos finitos o infinitos sin
subgrupos normales propios definibles infinitos.

5. Hechos

Lema 5.1. Sitp(c/b) y tp(b/0) son tipos aislados, entonces tp(c/0) también lo es.

Lema 5.2. Si T es w-estable, entonces para todo A y todo n < w los tipos aislados forman un
subconjunto denso de Sy (A).

Lema 5.3. Si D es f.m. y M es un modelo contable de T, entonces {tp(d/M) :d C D (finita)}
es contable.

Lema 5.4. Si ¢(x,¢) es una formula f.m., sin pardmetros extra, y tp(c/0) = tp(e/0), entonces
o(x,€) también es f.m.

Lema 5.5. Si p(z) es una férmula sobre un modelo Ry-saturado M y o(M) es minimal, entonces
o(z) es f.m.

Lema 5.6. Si T es w-estable y ¢(x) es una formula no algebraica sobre un modelo saturado
contable M, entonces eziste una formula f.m. () sobre M que implica o(x).

Lema 5.7. ([2, pdgs. 212-213]) SiT es no-contablemente categorica, entonces existe una formula
f-m. o(x,b), sin pardmetros extra, donde b realiza un tipo aislado sobre ().

Lema 5.8. ([1, pdg. 58])Sean T una teoria tal que D(T') es contable y A un conjunto contable.
Si T admite un par de Vaught, entonces T admite un par de Vaught (M, N) con M y N modelos
saturados contables y N D A.

Lema 5.9. ([1, pdg. 68/)Sea T' una teoria contable. T' es no-contablemente categorica, si y solo
st, T' es w-estable y no admite pares de Vaught.
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