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Resumen

Notas de seminario, sobre la prueba del teorema de Grossberg-
VanDieren-Villaveces. Basadas en notas manuscritas tomadas por
Pedro Zambrano.

1. Arreglos directos
Recuerde que estamos demostrando que bajo las hipétesis

1. K es una cea con u-DAP,
2. K es u-Galois-estable,

3. Lano-ruptura (en cardinal p) satisface localidad y no hay cadenas
largas de ruptura,

se tiene que para todo o1,00 < put, si M, es (u,o0,)-limite sobre M,
entonces M; ~y;, M.
Primero hacemos las siguientes reducciones.

1. El caso cf 0y = cf 0, es mucho mas facil que el general: basta
hacer un back-and-forth usando la definicién de (y, o1 )-limites.

2. Basta demostrar el teorema para o; = w, pues si se demuestra en
este caso, se puede ver que todo par de modelos M, (i, o¢)-limites
sobre M, son isomorfos - pasando por el caso intermedio w.
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3. Finalmente, basta construir un modelo M* que sea simultanea-
mente (u, 0)-limite sobre M, y (i, w)-limite sobre M,.

La idea inicial, que después hay que hacer mas sofisticada, es armar
un arreglo rectangular asi:
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torre de altura w ( W, o )-limlte

(i, w)-limite

En general, no es facil demostrar que un arreglo asi realmente pro-
duzca el modelo M* que simultaneamente es (u, 0)-limite y (i, w)-limi-
te: el modelo (en rojo en la grafica) /V,,; no necesariamente es universal
sobre N;.

Problema 1.0.1 La demostracion mds directa mencionada arriba fun-
ciona a veces con hipotesis mds fuertes. Por ejemplo, en los casos siguien-
tes.

1. K= Mod(T), T una teoria de primer orden w-estable. En este caso
el “arreglo directo” si funciona para ver que M* es simultdneamen-
te (u,o)-limite y (u,w)-limite.
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2. Suponga que K es una CEA con las hipétesis 1, 2 y 3, y adicional-
mente es \-categorica y homogénea. ;Qué pasa en este caso con el
arreglo directo?

2. El arreglo indirecto

Suponga que 6 = u -6 < pt. Por ejemplo § = p* (exponenciacion

dinal).
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Cada renglon es una torre de modelos, a lo largo de un buen orden
I,,. La diferencia fundamental es que entre dos renglones n y n + 1 las
extensiones funcionan asi: dados dos indices sucesivos en [, i, < 441,
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en el rengléon n + 1 del arreglo aparecen 6 modelos nuevos intermedios
en la cadena (ver en la grafica arriba el “recuadro ampliado”.
Las cofinalidades de los /,, siguen siendo igual a la de /.

My= ) My

n<w,i€l,

Ojo: I, no esta bien ordenado - todos los I, (n < w) si lo estan. Sin
embargo, a pesar de no estar bien ordenado, hay un conjunto cofinal de
tipo de orden 6 en [,.

2.1. Tipos fuertes y torres

Las siguientes dos definiciones nos permiten “amarrar” la construc-
ciéon del arreglo indirecto (ver notas complementarias sobre el rol de
estas construcciones).

Definicion 2.1.1 Fije un modelo M que sea (u, 0)-limite. Entonces Gt(M)
consta de los pares (p, N) tales que

(@) N <x M,

(b) N es (u,o)-limite,

(e) M es universal sobre N,

(d) p € ga— S(M) es no algebraico,
(e) p no u-rompe sobre N.

Los elementos de Gt(M) se llaman “tipos fuertes” sobre M.

La manera correcta de ver estos tipos fuertes es como tipos de Galois
usuales, pero “amarrados” por un modelo limite N. Esto permite usar
las torres que definimos mas adelante.

Definicion 2.1.2 Dados (p1, N1), (pa, N2) € St(M), (p1,N1) ~ (p2, Na)
ssi para todo M' € IC, tal que M <y M’, existe ¢ € ga — S(M’) tal que
q > p1, P2, q o p-rompe sobre Ny tampoco j-rompe sobre No.
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La anterior definicién se puede extender ain mas: dos tipos fuertes
sobre modelos distintos (p1, N1) y (p2, N2) son paralelos ssi para todo
M e K, tal que Dom (p;) <x¢ M’y Dom (p;) <x M’', existe ¢ €
ga — S(M’) tal que ¢ > p1, p2, ¢ no p-rompe sobre N; y tampoco p-rompe
sobre Ns.

Dos cosas claves: ~ es relacion de equivalencia, y si K es u-Galois-
estable, entonces para todo M € K, se tiene

St(M)/ ~ | < p.
Y ahora, la definiciéon fundamental.
Definicion 2.1.3 K , consta de las triplas (M, a, N) tales que

(@) M = (M;|i < o) es una sucesién <y-creciente (jno necesariamente
continua!) de modelos limite de cardinal y,

(b) a = (a;|a;+1 < o) estal que a; € M; 1 \ M,
() N=(NjJi+1< o),
(d) ga — tp(a;/M;) no u-rompe sobre N;, y M, es universal sobre N;.

Podemos llamar estos objetos “torres amarradas”. Esta definiciéon es
solo una de varias modalidades, que aparecen en Shelah-Villaveces ([Sh-
Vi 635]) y son usadas en la tesis doctoral de VanDieren.

Estas torres se pueden también ver (segun el contexto) como mode-
los generalizados, 0 mejor ain, como tipos fuertes generalizados.

Incluso se pueden ver como tipos promedio generalizados.

En este momento, hace falta un lema de extension, que permita pa-
sar de (M,a, N)" a (M,a, N)"*L,

La siguiente definicién da un enlace entre torres y arreglos.

Definicién 2.1.4 Sea (M,a, N) una I-torre, con I un orden con conjun-
to cofinal (i,|a < o) tal que cada M; es (u, 0)-limite. Suponga que para
todo i € I,

(M]y <o)
es testigo de que M; es (u,o)-limite. Se dice que (M ,a, N) es plena sobre
(M]|y < o,i € I) si para todo (p, M;') € St(M;), con i € [in,ini1], existe
je I, con j€ [ig,in1]tal que

ga —tp(a;/M;, N;) || (p, M}).



